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Abstrak 
Misalkan 𝐺 = (𝑉, 𝐸) adalah  suatu  graf terhubung.  Himpunan  titik  
𝑉(𝐺) dipartisi  menjadi  beberapa  partisi,  dan  Π = {𝑆1, 𝑆2, . . . , 𝑆𝑘 } 
sebagai  himpunan yang berisikan  k-partisi  tersebut. Misalkan  𝑣 ∈
 𝑉 (𝐺),  representasi  𝑣 terhadap Π didefinisikan sebagai 𝑟(𝑣|Π) =
(𝑑(𝑣, 𝑆1), . . , 𝑑(𝑣, 𝑆𝑘 )).  Π disebut  partisi  pembeda jika setiap  titik  
di 𝐺 mempunyai  representasi  yang berbeda  terhadap Π. 
Kardinalitas yang minimum dari partisi  pembeda disebut  dimensi 
partisi  dari 𝐺, ditulis 𝑝𝑑(𝐺). Thorn  dari graf 𝐺, dengan parameter 
𝑙1, 𝑙2, … , 𝑙𝑛 diperoleh dengan menambahkan daun sebanyak 𝑙𝑖 ke 
titik 𝑣𝑖   dari graf 𝐺, untuk  𝑖 ∈  {1, . . . , 𝑛}, dengan  𝑙𝑖  ≥  1.  Graf  
thorn  dari  graf 𝐺 dinotasikan  dengan 𝑇ℎ(𝐺, 𝑙1, 𝑙2, … , 𝑙𝑛). Pada  
jurnal ini ditentukan dimensi partisi  graf thorn  dari graf kincir 
𝑊𝑑2
𝑚 untuk 𝑚 =  1, 2, 3, dinotasikan dengan 
𝑝𝑑(𝑇ℎ(𝑊𝑑2
𝑚, 𝑙0, 𝑙1, … , 𝑙2𝑚)), untuk  𝑖 =  0, 1, 2, . . , 2𝑚. 
 
Kata kunci: Dimensi Partisi, graf thorn, graf kincir. 
 
Abstract 
Let 𝐺 = (𝑉, 𝐸) be a connected graph. The set of vertices 𝑉(𝐺)  is 
partitioned into several partitions, and  𝛱 = {𝑆1, 𝑆2, . . . , 𝑆𝑘 }  is k-
partition of  𝑉(𝐺). Let  𝑣 ∈  𝑉 (𝐺),  the representation of 𝑣 with 
respect to 𝛱 denoted by 𝑟(𝑣|𝛱) = (𝑑(𝑣, 𝑆1), . . , 𝑑(𝑣, 𝑆𝑘 )).  𝛱 is 
said to be resolving if for every vertices in G has a different 
representations respect to 𝛱. The minimum cardinality of resolving 
is called the partition dimension of 𝐺, denoted by 𝑝𝑑(𝐺). The 
thorn  o f 𝐺, with parameters 𝑙1, 𝑙2, … , 𝑙𝑛 is obtained by attaching 𝑙𝑖 
to the vertex 𝑣𝑖   of 𝐺, for  𝑖 ∈  {1, . . . , 𝑛}, with  𝑙𝑖  ≥  1.  Thorn graph 
of 𝐺 denoted by 𝑇ℎ(𝐺, 𝑙1, 𝑙2, … , 𝑙𝑛). In this paper we determine 
the partition dimension of thorn  of  windmil l  graph 𝑊𝑑2
𝑚 for 
𝑚 =  1, 2, 3, denoted by 𝑝𝑑(𝑇ℎ(𝑊𝑑2
𝑚 , 𝑙0, 𝑙1, … , 𝑙2𝑚)) for  𝑖 =
 0, 1, 2, . . , 2𝑚. 
 
Keywords: Partition dimension, thorn graph, windmill graph. 
PENDAHULUAN 
Suatu graf 𝐺 adalah pasangan himpunan terurut yang terdiri dari himpunan 
titik 𝑉(𝐺) dan himpunan sisi 𝐸(𝐺). Misal 𝑉(𝐺) dipartisi menjadi k buah himpunan  
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𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝑘 yang saling lepas.  Definisikan Π = {𝑆1, 𝑆2, . . . , 𝑆𝑘 } sebagai himpunan  
yang berisikan k-partisi tersebut. Misal terdapat titik 𝑣 ∈  𝑉 (𝐺), maka 
representasi dari 𝑣 terhadap Π didefinisikan sebagai 𝑟(𝑣|Π)  =
 (𝑑(𝑣, 𝑆1 ), . . , 𝑑(𝑣, 𝑆𝑘 )). Jika titik-titik yang berbeda di 𝐺 mempunyai 
representasi  yang berbeda terhadap Π, maka Π disebut  partisi  pembeda 
(resolving partition) graf 𝐺. Kardinalitas yang  minimum  dari  partisi  
penyelesaian  disebut  dimensi partisi  dari  𝐺, ditulis 𝑝𝑑(𝐺) (Chartrand, Zhang, 
& Salehi, 1998).   
Sebelumnya sudah banyak hasil penelitian mengenai dimensi partisi 
dau suat graf, seperti penelitian Chartrand. dkk (Chartrand et al., 1998) 
membahas dimensi partisi dari beberapa graf terhubung. Tomescu, I. dkk 
(Tomescu, Javaid, & Slamin, 2007) membahas dimensi partisi dari graf roda. 
Darmaji  (Darmaji, 2011) membahas dimensi partisi dari graf multipartite dan 
graf hasil korona dua buah graf terhubung, dan masih banyak penelitian 
lainnya. 
Berikut adalah Definisi, Teorema dan Lema pendukung untuk 
menyelesaikan masalah utama pada jurnal ini. 
Definisi 1.1. (Gutman, 1998) Misalkan 𝑙1, 𝑙2, … , 𝑙𝑛 adalah bilangan-bilangan 
bulat positif dan 𝐺 adalah suatu graf dengan 𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛}. Thorn 
dari graf 𝐺, dengan parameter 𝑙1, 𝑙2, … , 𝑙𝑛 diperoleh dengan menambahkan 
daun sebanyak 𝑙𝑖 ke titik 𝑣𝑖 dari graf 𝐺, untuk 𝑖 ∈ {1,2,… , 𝑛}, dengan 𝑙𝑖 ≥ 1. 
Graf thorn dari graf 𝐺 dinotasikan dengan 𝑇ℎ(𝐺, 𝑙1, 𝑙2, … , 𝑙𝑛). 
Teorema 1.2. (Lloyd, Bondy, & Murty, 2007) Misalkan 𝐺 adalah suatu graf 
terhubung dengan 𝑛 ≥ 2, maka 𝑝𝑑(𝐺) = 2 jika dan hanya jika graf 𝐺 = 𝑃𝑛. 
Lema 1.3. (Lloyd et al., 2007) Misalkan 𝛱 adalah himpunan partisi penyelesaian 
dari 𝑉(𝐺) dan 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺). Jika 𝑑(𝑢,𝑤) = 𝑑(𝑣,𝑤) untuk semua titik-titik 𝑤 ∈
𝑉(𝐺)\{𝑢, 𝑣} maka 𝑢 dan 𝑣 termasuk pada partisi berbeda dari 𝛱. 
 Misalkan terdapat 𝑚 buah graf lengkap 𝐾2. Graf kincir dikonstruksi dengan 
cara menghubungkan satu titik baru namakan 𝑣0, ke semua titik yang ada di 𝑚𝐾2. 
Graf kincir dinotasikan dengan 𝑊𝑑2
𝑚, untuk 𝑚 ≥ 1. 
 
 Gambar 1. Graf kincir (a) 𝑾𝒅𝟐
𝟏 (b) 𝑾𝒅𝟐
𝟐 (c) 𝑾𝒅𝟐
𝟑 (d) 𝑾𝒅𝟐
𝒎
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METODE 
Metode Penelitian pada kajian ini adalah studi  literatur dan  
mengumpulkan   referensi yang  relavan  sebagi  sumber utama. Memahami 
definisi terminologi dalam teori graf  dan dimensi partisi  dari graf. Menentukan 
dimensi partisi  dari graf thorn graf k inci r  𝑊𝑑2
1, 𝑊𝑑2
2
 dan 𝑊𝑑2
3. 
Menyimpulkan hasil yang diperoleh dari penentuan dimensi partisi dari graf 
thorn  graf kincir 𝑊𝑑2
1, 𝑊𝑑2
2
 dan 𝑊𝑑2
3. 
 
HASIL DAN PEMBAHASAN 
 Graf thorn dari graf kincir 𝑊𝑑2
𝑚 dinotasikan 𝑇ℎ(𝑊𝑑2
𝑚 , 𝑙0, 𝑙1, … , 𝑙2𝑚), 
diperoleh dengan cara menambahkan daun sebanyak 𝑙𝑖 ke titik 𝑣𝑖 dari graf 
𝑊𝑑2
𝑚, untuk 𝑖 ∈ {0,1, … ,2𝑚} dengan 𝑙0, 𝑙1, … , 𝑙2𝑚  adalah bilangan bulat 
positif, 𝑙𝑖 ≥ 1. 
 Kardinalitas dari himpunan titik dan himpunan sisi dari graf 
𝑇ℎ(𝑊𝑑2
𝑚 , 𝑙0, 𝑙1, … , 𝑙2𝑚) adalah  
 
 |𝑉(𝑇ℎ(𝑊𝑑2
𝑚 , 𝑙0, 𝑙1, … , 𝑙2𝑚))| = (2𝑚 + 1) + ∑ 𝑙𝑖
2𝑚
𝑖=0  
|𝐸(𝑇ℎ(𝑊𝑑2
𝑚, 𝑙0, 𝑙1, … , 𝑙2𝑚))| = (3𝑚) +∑𝑙𝑖
2𝑚
𝑖=0
 
Secara umum graf thorn dari graf kincir 𝑊𝑑2
𝑚 dapat dilihat pada 
Gambar 1 berikut : 
 
 
Gambar 2. Graf  𝑻𝒉(𝑾𝒅𝟐
𝒎, 𝒍𝟎, 𝒍𝟏, … , 𝒍𝟐𝒎) 
 
Teorema 1.4.1. Misalkan 𝑇ℎ(𝑊𝑑2
1, 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2) adalah graf thorn dari graf kincir 
𝑊𝑑2
1, dengan 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2 adalah bilangan-bilangan bulat positif dengan 𝑙𝑖 ≥ 1. 
Notasikan 𝑙𝑚𝑎𝑥  sebagai 𝑚𝑎𝑥 {𝑙𝑖|0 ≤ 𝑖 ≤ 2}, 𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥  adalah titik yang 
bertetangga dengan 𝑙𝑚𝑎𝑥 daun, |𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥| adalah banyaknya himpunan titik 
yang bertetangga dengan 𝑙𝑚𝑎𝑥 daun. Misalkan 𝐹 = 𝑇ℎ(𝑊𝑑2
1, 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2), maka 
dimensi partisi F adalah sebagai berikut : 
 
𝑝𝑑(𝐹) = {
3, untuk 𝑙𝑚𝑎𝑥 = 1,2 atau 3
𝑙𝑚𝑎𝑥 , untuk 𝑙𝑚𝑎𝑥 ≥ 4.       
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Gambar 3. Graf  𝑻𝒉(𝑾𝒅𝟐
𝟏, 𝒍𝟎, 𝒍𝟏, 𝒍𝟐) 
 
Bukti. Akan dibuktikan dimensi partisi F, pembuktian ini terdiri dari dua kasus. 
Kasus 1. Akan ditunjukkan bahwa 𝑝𝑑(𝐹) = 3 untuk 1 ≤ 𝑙𝑚𝑎𝑥 ≤ 3. 
Karena 𝐹 ≠ 𝑃𝑛, maka 𝑝𝑑(𝐹) ≥ 3. Selanjutnya ditunjukkan 𝑝𝑑(𝐹) ≤ 3, yaitu 
dengan mengkonstruksi Π = {𝑆1, 𝑆2, 𝑆3}, dimana terdapat  
𝑆𝑝 = {𝑣𝑝−1, 𝑣𝑘𝑝|0 ≤ 𝑘 ≤ 2, jika 𝑘𝑝 ada}, untuk 𝑝 = 1,2,3. 
Karena 𝑑(𝑣𝑝−1, 𝑆𝑝) = 0 dan 𝑑(𝑣𝑞 , 𝑆𝑝) ≠ 0 untuk (𝑝 − 1) ≠ 𝑞, maka 𝑟(𝑣𝑝−1|Π) ≠
𝑟(𝑣𝑞|Π). Misalkan 𝑆1 = {𝑣0, 𝑣01, … , 𝑣𝑘1}, karena 𝑑(𝑣01, 𝑆1) = 𝑑(𝑣0, 𝑆1) + 1, 
maka 𝑟(𝑣01|Π) ≠ 𝑟(𝑣0|Π). Karena setiap daun di titik 𝑣𝑝−1 harus berada di partisi 
yang berbeda, misalkan 𝑣11 dan 𝑣12 maka 𝑑(𝑣11, 𝑆𝑝) ≠ 𝑑(𝑣12, 𝑆𝑝) sehingga 
𝑟(𝑣11|Π) ≠ 𝑟(𝑣12|Π). Dengan cara yang sama diperoleh bahwa titik 𝑣𝑝−1 dan 𝑣𝑘𝑝 
punya representasi yang berbeda.  
Sehingga diperoleh 𝑝𝑑(𝐹) ≤ 3. Karena 𝑝𝑑(𝐹) ≥ 3 dan 𝑝𝑑(𝐹) ≤ 3, dengan 
demikian 𝑝𝑑(𝐹) = 3. 
 
Kasus 2. Akan ditunjukkan bahwa 𝑝𝑑(𝐹) = 𝑙𝑚𝑎𝑥, untuk 𝑙𝑚𝑎𝑥 ≥ 4. 
Misalkan 𝑝𝑑(𝐹) = 𝑙𝑚𝑎𝑥 − 1 dan Π = {𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝑙𝑚𝑎𝑥−1}, maka terdapat dua daun 
di titik 𝑣𝑖 yang berada pada partisi yang sama, sehingga dua daun tersebut memiliki 
jarak yang sama terhadap semua titik lain. Jadi haruslah kedua titik tersebut berada 
di partisi yang berbeda. Oleh karena itu haruslah 𝑝𝑑(𝐹) ≥ 𝑙𝑚𝑎𝑥. Hal ini kontradiksi 
dengan pemisalan bahwa 𝑝𝑑(𝐹) = 𝑙𝑚𝑎𝑥 − 1. 
Selanjutnya akan ditunjukkan 𝑝𝑑(𝐹) ≤ 𝑙𝑚𝑎𝑥. Dikonstruksi sebanyak 𝑙𝑚𝑎𝑥 partisi 
dari graf 𝐹 yaitu  Π = {𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝑙𝑚𝑎𝑥} dengan 
𝑆𝑝 = {𝑣𝑝−1, 𝑣𝑘𝑝|0 ≤ 𝑘 ≤ 2, jika 𝑘𝑝 ada}, untuk 𝑝 = 1,2,3. 
𝑆𝑞 = {𝑣𝑘𝑞|4 ≤ 𝑞 ≤ 𝑙𝑚𝑎𝑥 , 0 ≤ 𝑘 ≤ 2, jika 𝑘𝑞 ada} 
Karena setiap daun di titik 𝑣𝑝−1 harus berada di partisi yang berbeda, misalkan 
𝑣11, 𝑣12, … , 𝑣1𝑙𝑚𝑎𝑥  maka 𝑑(𝑣11, 𝑆𝑝) ≠ 𝑑(𝑣1𝑙𝑚𝑎𝑥 , 𝑆𝑝) sehingga 𝑟(𝑣11|Π) ≠
𝑟(𝑣1𝑙𝑚𝑎𝑥|Π). Dengan cara yang sama diperoleh bahwa titik 𝑣𝑝−1, 𝑣𝑘𝑝 dan 𝑣𝑘𝑞 
punya representasi yang berbeda. Sehingga diperoleh 𝑝𝑑(𝐹) ≤ 𝑙𝑚𝑎𝑥. 
Karena 𝑝𝑑(𝐹) ≥ 𝑙𝑚𝑎𝑥 dan 𝑝𝑑(𝐹) ≤ 𝑙𝑚𝑎𝑥, dengan demikian 𝑝𝑑(𝐹) = 𝑙𝑚𝑎𝑥.  
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Teorema 1.4.2. Misalkan 𝑇ℎ(𝑊𝑑2
2, 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3, 𝑙4) adalah graf thorn dari graf 
kincir 𝑊𝑑2
2, dengan 𝑙0, 𝑙1, . . , 𝑙4 adalah bilangan-bilangan bulat positif. Misalkan 
𝐺 = 𝑇ℎ(𝑊𝑑2
1, 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3, 𝑙4), maka dimensi partisi G adalah sebagai berikut : 
 
𝑝𝑑(𝐺) =
{
 
 
 
 
 
 
 
 
3, untuk 𝑙𝑚𝑎𝑥 = 1 atau 2                                                                                         
dan untuk 𝑙𝑚𝑎𝑥 = 3,   dengan |𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥| = 1 atau 2                                    
4, untuk  𝑙𝑚𝑎𝑥 = 3,   dengan |𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥| = 3,4 atau 5                                            
dan untuk 𝑙𝑚𝑎𝑥 = 4,   dengan |𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥| = 1,2 atau 3                                
dan untuk 𝑙𝑚𝑎𝑥 = 4,   dengan |𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥| = 4, jika 𝑣0 adalah 𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥  
5, untuk  𝑙𝑚𝑎𝑥 = 4,   dengan |𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥| = 4, jika 𝑣0 bukan 𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥                       
dan untuk 𝑙𝑚𝑎𝑥 = 4,   dengan |𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥| = 5                                                
𝑙𝑚𝑎𝑥 , untuk 𝑙𝑚𝑎𝑥 ≥ 5                                                                                                
 
 
 
 
Gambar 4. Graf  𝑻𝒉(𝑾𝒅𝟐
𝟐, 𝒍𝟎, 𝒍𝟏, 𝒍𝟐, 𝒍𝟑, 𝒍𝟒) 
 
Bukti. Pembuktian pada teorema ini diperoleh dengan cara yang sama seperti 
Teorema 1.4.1.  
 
Teorema 1.4.3. Misalkan 𝑇ℎ(𝑊𝑑2
3, 𝑙0, 𝑙1, . . , 𝑙6) adalah graf thorn dari graf kincir 
𝑊𝑑2
3, dengan 𝑙0, 𝑙1, . . , 𝑙6 adalah bilangan-bilangan bulat positif. Misalkan 𝐻 =
𝑇ℎ(𝑊𝑑2
1, 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3, 𝑙4, 𝑙5, 𝑙6), maka dimensi partisi H adalah sebagai berikut : 
 
 
Gambar 5. Graf  𝑻𝒉(𝑾𝒅𝟐
𝟑, 𝒍𝟎, 𝒍𝟏, 𝒍𝟐, 𝒍𝟑, 𝒍𝟒, 𝒍𝟓, 𝒍𝟔) 
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𝑝𝑑(𝐻) =
{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3, untuk 𝑙𝑚𝑎𝑥 = 1 atau 2, dengan |𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥| = 1,2,3,4,5 atau 6                                    
dan untuk 𝑙𝑚𝑎𝑥 = 1, dengan |𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥| = 7                                                               
4, untuk 𝑙𝑚𝑎𝑥 = 2, dengan |𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥| = 7                                                                            
dan untuk 𝑙𝑚𝑎𝑥 = 3, dengan |𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥| = 1,2,3,4,5,6 atau 7                                
dan untuk 𝑙𝑚𝑎𝑥 = 4, dengan |𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥| = 1,2 atau 3, jika 𝑣0 bukan 𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥        
dan untuk 𝑙𝑚𝑎𝑥 = 4, dengan |𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥| = 1,2,3 atau 4, jika 𝑣0 adalah 𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥    
5, untuk 𝑙𝑚𝑎𝑥 = 4, dengan |𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥| = 4,5,6 atau 7, jika 𝑣0 bukan 𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥                  
dan untuk 𝑙𝑚𝑎𝑥 = 4, dengan |𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥| = 5,6 atau 7, jika 𝑣0 adalah 𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥        
dan untuk 𝑙𝑚𝑎𝑥 = 5, dengan |𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥| = 1,2,3 atau 4, jika 𝑣0 bukan 𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥      
dan untuk 𝑙𝑚𝑎𝑥 = 5, dengan |𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥| = 1,2,3,4 atau 5, jika 𝑣0 adalah 𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥  
6, untuk 𝑙𝑚𝑎𝑥 = 5, dengan |𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥| = 5,6 atau 7, jika 𝑣0 bukan 𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥                      
dan untuk 𝑙𝑚𝑎𝑥 = 5, dengan |𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥| = 6 atau 7, jika 𝑣0 adalah 𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥            
dan untuk 𝑙𝑚𝑎𝑥 = 6, dengan |𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥| = 1,2,3,4 atau 5, jika 𝑣0 bukan 𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥   
    dan untuk 𝑙𝑚𝑎𝑥 = 6, dengan |𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥| = 1,2,3,4,5 atau 6, jika 𝑣0 adalah 𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥   
 7, untuk 𝑙𝑚𝑎𝑥 = 6, dengan |𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥| = 6 atau 7, jika 𝑣0 bukan 𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥                         
dan untuk 𝑙𝑚𝑎𝑥 = 6, dengan |𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥| = 7, jika 𝑣0 adalah 𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥                        
𝑙𝑚𝑎𝑥 , untuk 𝑙𝑚𝑎𝑥 ≥ 7                                                                                                            
 
 
Bukti. Pembuktian pada teorema ini diperoleh dengan cara yang sama seperti 
Teorema 1.4.1.  
 
KESIMPULAN DAN SARAN 
  Kesimpulan yang dapat diambil dari penelitian ini yaitu diperoleh dimensi 
partisi graf thorn dari graf kincir 𝑊𝑑2
𝑚 untuk 𝑚 = 1,2,3, dinotasikan 𝐹 =
𝑇ℎ(𝑊𝑑2
𝑚, 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2). Pada jurnal ini ditentukan dimensi partisi graf thorn dari graf 
kincir 𝑊𝑑2
𝑚 untuk 𝑚 = 1,2,3. Sebagai saran untuk pengembangan lebih lanjut 
dapat dilakukan pengkajian tentang dimensi partisi graf thorn dari graf kincir 𝑊𝑑2
𝑚 
untuk 𝑚 ≥ 4. 
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